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Fast A-stabile Donelson-Hansensche zyklische
Verfahren zur numerischen Integration von
stiff-Differentialgleichungssystemen

von

M. MIHELCIC



Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden neue Donelson-Hansen 2-zyklische 3-Schritt-
Verfahren mit der Ordnung 4 bzw. 3-zyklische 3-Schritt-Verfahren
der Ordnung 5 (kilirzer (k=3,M=2)- bzw. (k=3,M=3)-Verfahren) ent-
wickelt, die in der ganzen linken Halbebene mit Ausnahme end-
licher Bereiche nahe der imagin&dren Achse (Bild 1, 2 und 4) ab-
solut stabil sind, im Gegensatz zu den in [5] urspriinglich ent-
wickelten Verfahren, die sich zwar durch hthere Ordnung (P=5

bzw. 6) auszeichnen, aber daflir kleine Stabilitdtsbereiche

haben. Die neuen Verfahren besitzen auBerdem optimale Konver-
genzeigenschaften fiir L>-«(L=h.q) und sind dadurch filir sehr

steife (stiff) Differentialgleichungen und Differentialgleichungs-
systeme geeignet. Die Effizienz der neuen Verfahren wurde an zahl-

reichen Beispielen erprobt, und einige davon werden hier angegeben.
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0. Einleitung

Im folgenden werden wir uns mit der numerischen Integration des
Anfangswertproblems fir Differentialgleichungen und Differen-
tialgleichungssysteme erster Ordnung befassen, und zwar:

v'=t(x,¥); v(a)=n - (0.1

Gesucht wird die LOsung dieser Aufgabe im Interval a<x<b, wobei
a und b endlich sind. Es wird weiter vorausgesetzt, daB die

2) erfiillt, so daB die Gleichung
(0O.1) eine eindeutige stetig differenzierbare L&sung besitzt.

Funktion ¥ gewisse Bedingungen

Insbesondere interessieren uns diejenigen Probleme (0.1), fir
welche Norm "%%“ grofl ist. Mit dieser Art von Gleichungen wer-
den wir uns spdter ausfiihrlicher besch&dftigen.

Die Mehrzahl der Verfahren, die zur L&sung von (0.1) fiihren kén-
nen, sind sog. Diskretisierungsverfahren, die im allgemeinen dar-
in bestehen, die L&sung y(x) der Differentialgleichung an den
Stellen x=x. einer Punktmenge {xj=a+jhlh=9§é ; j=0,1,...,n} durch
Ndherungswerte {yj} zu approximieren, indem die Differential-
gleichung (0.1) durch eine Differenzengleichung ersetzt wird und

die {yj} aus dieser bestimmt werden. Nimmt das Verfahren die Form
k
.=h ¥ B.f . (0.2)

an, wobei Yn eine Approximation der theoretischen L&sung an der
Stelle X und anf(xn,yn) sind, so nennt man dieses Verfahren
lineares k-Schrittverfahren. Dabei wird angenommen, daB die Kon-

1)Unter (0.1) werden wir im folgenden der Einfachheit halber nur

eine Differentialgleichung verstehen, was aber auf das weitere
keinen EinfluBf haben wird.

a) Die Funktion ?=[I P P 4 T ist im Gebiet(?{qggp;
—o<y <@ i=1,...,m} definiert und stetig,

2)

b) f erfiillt die Lipschitz-Bedingung



stanten o, und Bo nicht gleichzeitig den Wert O annehmen k&nnen
und dasB O immer verschieden von Null ist. Die Konstanten aj'Bj
sind, wie aus (0.2) folgt, bis auf eine multiplikative Konstante
fest, so daB wir im folgenden ak=1 setzen werden (Normierung).
Flir Bk=o heiBt das Verfahren explizit, fiir Bk+o implizit, denn
Yy4k ist in diesem Fall noch in fj+k=f(xj+k’yj+k) enthalten.

In beiden F&llen bendtigt man, um das Verfahren starten zu konnen,
k Startwerte yu,u=o,1,...,k-1, die man mittels anderer Verfahren
(z.B. Einschrittverfahren) berechnen kann. Bei einem impliziten
Verfahren, das man im allg. auch Korrektor nennt, bendtigt man
bei jedem Integrationsschritt wegen Bk+o noch eine Vorhersage

des Wertes y Diesen Wert bestimmt man meistens mittels eines

n+k’
expliziten Verfahrens, das man im allg. Prediktor nennt.

Das natiirliche Vorgehen bei der Entwicklung von Diskretisierungs-
verfahren ist es, m6glichst genaue Verfahren mit gleichzeitig
groBen Stabilit&dtsgebieten zu gewinnen. DaBf die beiden Eigenschaf-
ten, insbesonderewenn es sich um lineare k-Schrittverfahren han-
delt, nicht miteinander konform sind, wird spdter ersichtlich,

wie auch die Schwierigkeiten, diese beiden Eigenschaften den-
noch zu realisieren.



1. Einige Grundbegriffe aus der Theorie der linearen

Mehrschrittverfahren

In diesem Abschnitt werden einige Grundbegriffe wie Konvergenz,
Konsistenz, Ordnung, Null-Stabilit&t (zero stability) und Sta-
bilitdtsbereich, die flir das bessere Verstdndnis dieser Ver-

fahren von Wichtigkeit sind, erklédrt.

1.1 Konvergenz

Von einem akzeptablen linearen k-Schrittverfahren wird verlangt,
daB die von dem Verfahren ausgehende L&sung {yn} fir h»o in ge-
wissem Sinne gegen die LOsung y(x) der Differentialgleichung

konvergiert.

Definition 1.1

Ein lineares k-Schrittverfahren (0.2) heiBt konvergent, wenn fiir
alle Anfangswertaufgaben (0.1) gilt:

limy = y(x.)

hoo D n

nh=x-a

und zwar fiir alle xe[a,b] und alle Ldsungen {y } der Differenzen-
gleichung, die die Startbedingungen yu=nu(h), u=0,1,...,k=1 be-
friedigen, wobei die Startwerte yu die Bedingung lim yu=n erfil-

. h~
len miissen. ©

Es ist bemerkenswert, daB8 von den Startwerten als Funktionen von
h nur yu+n fiir h»o verlangt wird und nicht etwa, daB3 die Start-
werte selber die exakten L&sungen der Differentialgleichung fiir

entsprechende Werte xe[a,b] sein miissen.



1.2 Ordnung und Fehlerkonstante

Im folgenden ordnen wir dem linearen k-Schrittverfahren einen

linearen Differenzenoperator L zu und zwar

k
Ly(x);h]= [ajy(x+jh)-hsjy' (x+3h)], (1.1)
j=o
wobei y(x) auf [a,b] eine beliebige, stetig differenzierbare

Funktion ist.

Der Grund fiir die Einfiihrung dieses Operators liegt in der Aus-
wahl der Testfunktion y(x), von der man im Gegensatz zu der Lo&-
sung des Anfangswertproblems beliebig viele hhere Ableitungen
verlangen kann. Dadurch ist man in der Lage, die Ordnung des
Operators L und des mit ihm verbundenen linearen k-Schrittver-
fahrens zu definieren.

Durch Taylorentwicklung der Funktion y(x+jh) und ihrer Ableitung
y' (x+jh) in dem Punkt x ergibt sich aus (1.1)

L[y(x);h.]=cO y (x)+c, hy(1)(x)+...+cq hqy(q)(x)+... (1.2)

wobei cq von “j und Bj abhdngige Konstanten sind.

Definition 1.2

Der lineare Differenzenoperator L (1.1) und das mit ihm verbundene
lineare k-Schrittverfahren (0.2) haben die Ordnung p, wenn in (1.2)

Co=Cq=+++=C5=0 und cp+1+0 erfillt ist.

Fir die Koeffizienten cq gilt dabei:

k k .
c= L o.; c1=.Z ja.- 2 B.; ¢ =

e

k

i=1

jqocj-

.Bj; g=2,3,...
(1.3)

k
- 3,273 Tqqt E

J=0 j=1 j=o j=1 (g-1)!

Die Konstante cp+1 nennt man Fehlerkonstante.



1.3 Der lokale und globale Abbruchfehler

Definition 1.3

Der lokale Abbruchfehler eines k-Schrittverfahrens (0.2) an der

Stelle x_,, ist durch den Wert des Ausdrucks Lly(x):h] in (1.1)
bestimmt, wobei y(x) die theoretische L&sung des Anfangswertpro-
blems (0.1) darstellt.

Die Bezeichnung "lokal" in der Definition 1.3 des lokalen Abbruch-
fehlers soll folgendermaBen verstanden werden: Es wird angenommen,
daB der Wert Ytk ’ der durch das Verfahren (0.2) an der Stelle
Xn+k geliefert wird, durch keine vorherigen Abbruchfehler beein-
fluBt wurde. Mit anderen Worten: Wir setzen voraus, daf
yn+j=y(xn+j) fir j=o,1,...,k-1. Nehmen wir an, daB in (1.1) y(x)
die theoretische Ldsung des Anfangswertproblems (0.1) sei, dann
folgt aus (1.1):

k ' k . )
anjY(xn+Jh)=hj£ijy' (x_+3h) +L[y (x ) ; h]

J

=h
J

N~

Oij(xn+jh,y(xn+jh) )+L[y(x );h] .

Aus (0.2) folgt dagegen:

k k
L o.y.,.=h I B.f(x_,.,v.., .
je=o J n+3j j=0 3j n+j’In+j

).

Nach der Subtraktion beider Ausdriicke und Ausnutzung der oben ge-

nannten lokalen Eigenschaft ergibt sich:
Y (xn+k) ‘yn+k=h3k [f (xn+k,y (Xn+k) )-f£ (xn+k’yn+k)j +L[y (xn) ;h] s

Nach der Anwendung des Mittelwertsatzes, wobei Ntk ein Punkt

aus dem Intervall (yn+k,y(x )) ist, ergibt sich schlieBlich:

n+k



of (x

N y)
= i +k’ ‘n+k
TSl LY o) sh]=[1-hey —— 2 Te [y (x ) -yy ] (1.4)

Aus (1.4) folgt, daB fir ein explizites Verfahren (Bk=o) der lo-
kale Abbruchfehler der Differenz zwischen der theoretischen L&sung
und der durch das Verfahren (0.2) gelieferten LOsung gleich ist;
fiir ein implizites Verfahren (Bk+o) dagegen ist der Abbruchfehler
proportional dieser Differenz. Nimmt man aber an, daB die theo-
retische L&sung y(x) stetige Ableitungen beliebig hoher Ordnung
besitzt, so ergibt sich aus (1.4) fiir beide Verfahren (explizite
und implizite):

hp+1 y(p+1)(xn)+0(hp+2)

(1.5)

Y(Xn+k)_yn+k=cp+1 ’

wobei p die Ordnung des Verfahrens bedeutet. Den Ausdruck

+ +
cp+1hp 1y(p 1)(xn) nennt man hauptlokalen Abbruchfehler (princi-

pal local truncation error).

Wenn man die eigentlich unrealistische lokale Eigenschaft in (1.4)
d (1.5 i i = -

und ( ) nicht voraussetzt, dann wird der Fehler Zn+k y(xn+k) Yn+k

der globale Abbruchfehler genannt. Dieser Fehler enthilt alle Ab-

bruchfehler, die bei jeder Anwendung des Verfahrens (0.2) entstan-

den sind, und h&dngt in komplizierter Weise sowohl von den Koeffi-

zienten des Verfahrens als auch von dem Anfangswertproblem selbst
ab.



1.4 Konsistenz und Stabilitdt (zero stability)

Definition 1.4

Das lineare k-Schrittverfahren (0.2) heift konsistent, wenn es

die Ordnung p>1 hat.

Als Konsequenz dieser Definition folgt aus (1.3):

(1.6)

In der folgenden Betrachtung setzen wir h+o, n+» und nh=x-a
voraus, wobei nh=x-a konstant bleiben soll. Es gelte noch

yn+y(x). Da k fest vorgegeben ist, gilt auch y +y(x) fiir

n+j
j=o,1,...,k, oder anders ausgedriickt:

Y(X)=Yn+j+o ,n(h); j=o0,1,...,k,

j

wobei vorausgesetzt wird, daB8 lim O, n(h)=o fir j=o,1,...,k.
h-o ’

Daraus folgt:

k k k
jiou Y(X)=j£oa3yn+3 jﬁo 395,n(®)
oder
X K k
y (x) .jioaj=hj§oejfn+j+jioajej .

Flir h+o verschwindet in dem letzten Ausdruck die rechte Seite,
k

so daB wegen y(x)3o (im allgemeinen) folgt: I a.=o.

j=o 7

Es ist bemerkenswert, daB die erste Bedingung in (1.6) nicht

von der Differentialgleichung abhd&ngt. Diese Bedingung ist schon
dann erfiillt, wenn vorausgesetzt werden kann, daB8 die L&sung
{yn} zu der beliebigen Funktion y(x) tendiert. Erst die zweite
Bedingung in (1.6) hdngt von der Differentialgleichung ab.



Fiir h-o folgt ndmlich: (yn+j-yn)/jh+y'(x) (j=1,2,...,k) oder

Yn+i ¥n=30 y' (x)+3h ¢4 (h): 3=1,2,...,k,

wobei lim ¢j n(h)=o vorausgesetzt wird. Daraus ergibt sich:
h+o !

5 5 : 3 (h)
= 3 ' i 3 *
.E o ) ajyn—h L josy (x)+h I Jaj¢],n ;

. y .
j=o 177" j=o j=o j=o

oder

k k k b
_— ] . i . N .
h L B f .-V, -i a.=h y'(x) I jaj+h'2 jaj¢3’n( )

j=o J j=o j=o

k
Wegen I Gj=o und nach Division mit h folgt:

k k k
L B.f ,.=y'(x) I joas+ I Jasé. _(h).
-0 J D*3 j=o ] j=o J"3,n

J

Da fir h-o fn+j+f(x,y(x)), ergibt sich schlieBlich (filir h»o0):

k k
f(x,y(x))‘Z Bj=y'(x).Z jaj.
j=o j=o

Daraus schlieft man, daB y(x% dannkeine Ldsung der Differential-

gleichung (0.1) wird, wenn 3 B.= ¢ Jja. erfiillt ist.
j=o I j=o  J

DaB die Bedingungen (1.6) filir die Konvergenz notwendig, aber
nicht hinreichend sind, wird im folgenden gezeigt.

Wir flihren zundchst zwei Polynome p(£) und o(£) ein, die wir

das erste und das zweite charakteristische Polynom des Verfahrens
(0.2) nennen wollen, und zwar:

k . k )
p(E)= T 0.8 ; o(8)= I B.EJ. (1.7)



Aus (1.6) folgt dann, daB ein lineares k-Schrittverfahren kon-

sistent ist, wenn
p(t)=o0, p'(1)=0(1) (1.8)

erfiillt ist.

Aus (1.8) schlieBt man, daB das erste charakteristische Poly-
nom eines konsistenten k-Schrittverfahrens immer fiir £=1 eine
Nullstelle hat. Diese Wurzel nennt man Hauptwurzel und bezeich-
net sie mit 51. Die restlichen (k-1) Nullstellen des Polynoms p,
d.h. Es,s=2,3,...,k sind sog. Nebenwurzeln. Diese Wurzeln haben
nichts mit der L&sung der Differentialgleichung (0.1) zu tun,
sondern entstehen als Folge der Approximation einer Differential-
gleichung erster Ordnung durch eine Differenzengleichung k-ter
Ordnung. Es liegt daher die Vermutung nahe, daB diese Wurzeln
sehr sorgfdltig kontrolliert werden miissen, wenn das Verfahren
konvergent sein soll. Um das zu zeigen, betrachten wir eine
triviale Anfangswertaufgabe y'=o, y(o)=o mit der L&sung y(x):=o.

Nach der Anwendung des Verfahrens (0.2) ergibt sich folgende
k
Differenzengleichung: I ajy
j=o
die Nullstellen des Polynoms p(£) alle reell und verschieden

n+j=°' Unter der Voraussetzung, daB

sind, wie auch, daB die Startwerte yu+y(o) fiir y=0,1,...,k-1
und h+o, lautet die L&sung der Differenzengleichung:

Yp=h (@ E1+d B0+ . +d E)
wobeil di Konstanten sind.

Fir ein konvergentes Verfahren geht fir h+o, n+*« und nh=x, Yn
gegen Null, wobei nh=x fixiert bleiben soll. Dann gilt auch

lim h£n=x-lim(52/n)=o dann und nur dann, wenn Igsli1. Mit
h+o,nh=x s n-—>o
Sicherheit also wird das Verfahren nicht konvergent sein, wenn

nur eine der Wurzeln Es dem Betrag nach grdper als 1 ist.



Betrachten wir jetzt den Fall, daB eine der Wurzeln ES die Mehr-
fachheit m>1 besitzt. In dem Fall ist der Beitrag dieser Wurzel

zur Losung Yn gleich:

n
. ne (n-— .o -1) ... (n-m+ so daB

h[dg 4+dg ,entd, yene(n=T)+ +dg n(n=1)...(n-m 2)]Egy

fiir g>1 gilt: lim hnqg2=x-lim nq-1£2=0 dann und nur dann,

h-+o,nh=x n-o
wenn |E_|<1 ist.

Daraus folgt, daB das Polynom p(f) eines konvergenten Verfahrens
keine mehrfachen Wurzeln gs mit l§s|31 haben darf. Dasselbe gilt

auch, wenn die Wurzeln von p(§) komplex sind.

Da die Konsistenz keinen EinfluB auf die Nebenwurzeln des Poly-
noms p (&) ausiiben kann, folgt, daB ein konsistentes Verfahren
nicht notwendigerweise konvergent ist.

Definition 1.5

Ein lineares k-Schrittverfahren heift stabil (zero stable), wenn
keine Wurzel des Polynoms p(f{) dem Betrag nach grdBer 1 ist und
jede Wurzel mit dem Betrag 1 einfach ist.

Damit ist gesichert, daB der EinfluB der Nebenwurzeln von p(§)
fir h»o verschwindet.

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit zwei grundlegenden S&tzen von
Dahlquist, und zwar:

Satz 1.1

Konsistenz und Stabilit&t (zero stability) sind notwendige und

hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz eines linearen k-
Schrittverfahrens.

Satz 1.2

Ein stabiles, explizites k-Schrittverfahren (Bk=o) der Form (0.2)
hat hochstens die Ordnung p=k; ein stabiles implizites k-Schritt-

verfahren (Bk+o) hat hdchstens die Ordnung p=k+2, wenn k gerade
ist und p=k+1, wenn k ungerade ist.



Stabile k-Schrittverfahren mit der Ordnung k+2 bezeichnet man als
optimale Verfahren. Es kann gezeigt werden, das flir diese Verfahren
alle Nullstellen des Polynoms p (&) auf dem Kreis mit Radius 1 liegen.
Im folgenden wird gezeigt, daB die optimalen Verfahren wegen der
Lage ihrer Nullstellen gewisse numerische Schwierigkeiten zeigen,

so daB8 nichtoptimale Verfahren (p<k+2) fiir die Anwendung durchaus
von Bedeutung sind.

1.5 Numerische Stabilitédt

Wie wir gesehen haben, haben die Konsistenz und Stabilitdt (zero
stability) gesichert, daB die lokalen Fehler und ihre Fortsetzung
unter gegebenen Voraussetzungen h+o, n+>» und nh=const. wdhrend

der Integration der Differentialgleichung mit dem Verfahren (0.2)

in verniinftigen Grenzen bleiben.

Das allerdings entspricht nicht der reellen Situation, in der h
wdhrend der Integration eine feste positive Zahl bleibt. Die
Frage, die sich daraus ableiten 1&8t, betrifft dann das Verhal-
ten der Fehler, wenn n»>» strebt. Es muf ein Kriterium entwickelt
werden, das h zu erfiillen hat, um zu verhindern, daB8 sich der
globale Fehler fiir n+~ vergr&Bert. Wir betrachten zun&dchst das

folgende k-Schrittverfahren:

k k
I a.y h X

= £
s b L

B (1.9)

j=o I n+3’

wobel vorausgesetzt wird, daB das Verfahren konsistent und stabil
ist. Die theoretische L&sung y(x) des Anfangswertproblems geniigt
dem Ausdruck:

k

.Z a.y(xn+.)=h

j=o 3 3

I =

ij(xn+j’y(xn+j))+Tn+k ’ (1.10)

j=o

wobei T .. der lokale Abbruchfehler ist. Wir bezeichnen mit {§n}

die LOsung der Differenzengleichung (1.9) unter Berilicksichtigung
der Rundungsfehler, so daB gilt:

k k

ioajyn+j=hjioejf(xn+j,yn+j)+Rn+k . (1.11)

J



Nach der Subtraktion (1.11) von (1.10) und Einfiihrung des globalen
Fehlers2n=y(xn)—yn ergibt sich:

k k

Lo  .=hZ Bj[f(xn+j,y(xn+j))—f(xn+j,yn+j)]+¢n+k , (1.12)

j=0 J n+J J=O

wobed ¢n+k=Tn+k-Rn+k'

. 9f ...
Unter der Voraussetzung der Existenz der Ableitung 3; fiir alle

xe[a,ﬁ]und nach Anwendung des Mittelwertsatzes, wobei £n+j eine

r~ . . . .
Zahl aus dem Intervall (yn+j,y(xn+j)) ist, ergibt sich:
: B U Pl Lo Y L S 0 Y 2 4
(xn+j'y(xn+j))- (xn+j’yn+j Y xn+j yn+jJ oy n+3j dy
und
g oLl L4=he § B. 8f(xngj'gnﬂ') En+'+¢n+k .
j=o0 J n+j j=o J Y J

Wir machen an dieser Stelle zwei wichtige Vereinfachungen, und

Zwar:
3f _
iR
o, = ¢

Nach der Anwendung dieser Vereinfachungen folgt aus (1.12) die
folgende linearisierte Fehlergleichung:

k

z (a,~hAB.)R_..=¢ . (1.13)
jeo 3 3’ "n+j

Die allgemeine L&sung dieser Gleichung lautet:

- k n k
o=z djrj—%/hx T Bs (1.14)
j=o j=o
wobei dj Konstanten und rj die Nullstellen (der Voraussetzung nach
alle verschieden) der Polynomgleichung:

k ,
Z (a.=AhB.)rJ=0 (1.15)
j=o 3 3

sind.



Fihrt man im Ausdruck (1.15) das erste und zweite charakteristische

Polynom p(r) und o(r) ein, so ergibt sich:
P(r,L)=p(r)-Lo(r)=0 (1.16)
mit L=heA.

Dieses Polynom nennt man Stabilitdtspolynom des linearen k-Schritt-
verfahrens. Unser Interesse richtet sich jetzt auf die entschei-
dende Frage, ob der Fehler En mit wachsendem n gr&Ber wird oder
nicht. Aus (1.14) folgt dementsprechend die Definition:

Definition 1.6

Ein lineares k-Schrittverfahren heiBt absolut stabil filir ein vor-
gegebenes L, wenn alle Nullstellen rj in (1.16) die Bedingung
Irj|<1,j=1,...,k erfiillen. Das Verfahren ist absolut stabil in
einem Intervall (a,B) der reellen L-Achse, wenn es absolut stabil

flir jedes Le(a,B) ist.

Das Intervall, in welchem das Verfahren absolut stabil ist, hé&ngt
nur von den Koeffizienten dieses Verfahrens ab. Andererseits aber
hd&ngt die Schrittweite h auch von dem Wert A ab, d.h. von der Dif-
ferentialgleichung.

Im allgemeinen ist %§ natiirlich keine Konstante. In dem Fall ist

es notwendig, den maximalen Wert dieser Ableitung abzuschdtzen.

Bei der numerischen Integration eines Differentialgleichungssystems

wird die Ableitung %% durch die Matrix afi (Jacobian) ersetzt. Da
oy -
]

die Eigenwerte dieser Matrix auch komplex sein kdnnen, kann man
nicht mehr von einem Intervall, sondern man muf8 von einem Gebiet
der absoluten Stabilitdt in der komplexen L-Ebene sprechen.

Wie aus (1.16) leicht zu sehen ist, geht das Stabilitdtspolynom
P(r,L) fiir L=0 in das erste charakteristische Polynom p (%) liber.
Es sei jetzt r, diejenige Wurzel des Polynoms P(r,L), die fir
L+o (h»o) zu der Hauptwurzel 51 des Polynoms p(f) tendiert (es
kann gezeigt werden, daf die Wurzeln rj stetige Funktionen des

Parameters L (bzw. h) sind).



Flir die Wurzel ry gilt dann die folgende Beziehung:

ri=exp(L) + o(tP*!) . (1.17)

Aus (1.17) ergibt sich sofort, daB fir hinreichend kleine L (fir
diese ndmlich gilt die Aussage (1.17)) r1>1 immer dann gilt, wenn
L>0 ist, d.h. jedes konsistente k-Schrittverfahren ist fir kleine
positive L absolut instabil. Nach dieser Einschrdnkung stellt
sich die Frage, ob fiir jedes k-Schrittverfahren immer ein Inter-
vall der absoluten Stabilitidt existiert. Die Antwort ist negativ,
und zwar kann gezeigt werden, daB z.B. alle optimalen k-Schritt-
verfahren kein solches Intervall besitzen kdnnen. Flr diese Ver-
fahren ist das Wachsen der Fehler fiir n»« (h=const.) unvermeid-
bar. Es kann auBerdem leicht bewiesen werden, daB, wenn alle
Nebenwurzeln des Polynoms p(£) eines Verfahrens strikt innerhalb
des Einheitskreises liegen, das Verfahren ein nicht verschwin-
dendes Intervall der absoluten Stabilitdt hat.

Wie schon erwdhnt wurde, sind alle linearen k-Schrittverfahren ab-
solut instabil fiir kleines positives L. Dies impliziert, daB sich
der Fehler bei der numerischen Integration einer Differential-
gleichung, fiir welche %5 > 0 ist, mit fortlaufender Integration
vergrbBern wird. Diese Situation ist nicht so pessimistisch, wie
sie zundchst aussehen mag, d.h. es kann gezeigt werden, dag immer
dann, wenn die L&sung der Fehlergleichung (1.14) durch den Teil
d1r? dominiert wird, der Fehler sich mit ungefdhr demselben Zu-

wachs vergrdBern wird, wie die Ldsung y(x) der Differentialglei-
chung.

Definition 1.7

Ein lineares k~-Schrittverfahren heift relativ stabil filir das ge-
gebene L, wenn fiir die Wurzeln des Stabilititspolynoms P(r,L) die
Aussage |rj|<|r1|, j=2,3,...,k gilt. Ein Intervall (o,B8) der
reellen Achse heiBt ein Intervall der relativen Stabilitdt, wenn
das Verfahren fiir jedes Le(a,B8) relativ stabil ist.



Ein Verfahren, das kein Intervall der absoluten Stabilit&t hat,
kann immer noch ein Intervall der relativen Stabilit&dt haben.
Der wichtigere Fall fiir die Praxis bleibt das Problem der Stabi-
litidt fir 1L<O, das wir ausfiihrlich in dem nichsten Abschnitt be-

handeln werden.

1.6 Stiff-Differentialgleichungen und-Differentialgleichungs-
systeme

In vielen Anwendungsgebieten, wie z.B. der chemischen Kinetik,
Kontroll-Theorie, Reaktorberechnungen, Ratengleichung bei be-
strahlten Proben, usw., findet man &fters Differentialgleichun-
gen und Differentialgleichungssysteme mit der sog. "stiffness"-
Eigenschaft. Das Problem wurde im Jahr 1952 von Curtiss und Hirsch-
felder erkannt und danach sehr intensiv erforscht, so daB heut-
zutage schon liber 40 Verfahren existieren, die zur L&sung solcher
Gleichungen angewandt werden konnen. Schwierigkeiten, die bei der
numerischen Integration dieser Gleichungen auftauchen, werden wir
am Beispiel eines linearen Differentialgleichungssystems zeigen.
Es sei also ein lineares Differentialgleichungssystem

¥'=Ay+$ (x) (1.18)

gegeben, mit bekannten Eigenwerten At und zugehdrigen Eigenvek-
toren Et,t=1,2,...,m der (mxm) Matrix A. AuBerdem wird angenommen,
daB alle Eigenwerte verschieden sind. Die allgemeine LOsung dieses
Systems lautet dann:

v (x) (1.19)

n

[ I I
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Wir setzen weiter voraus, daB ReAt<O fiir t=1,2,...,m ist, so daB
m AL X

der Anteil = kte t -ct+0 flir x»»=. Diesen Teil der L&sung wollen
t=1

wir mit Nebenteil und den Teil ?(x) mit Hauptteil der L&sung be-

zeichnen. Es seien weiterhin xu und Av zwel Eigenwerte der Matrix

A mit der Eigenschaft:

|ReAuIZ|ReAt|3|ReAV ; t=1,2,...,m.



Wenn man jetzt numerisch den Teil ?(x) bestimmen will, so muB8 man
die Integration soweit hinaustreiben, bis die Komponente exp(Avx)
mit dem "kleinsten" Eigenwert verschwindend klein wird. Man sieht
also, je kleiner IReva ist, desto grdBer wird das Integrations-
intervall. Andererseits aber zwingt die Prédsenz des "groBen"
Eigenwerts IRexu|>>O dazu, mit einem &duBerst kleinen Wert h zu
integrieren wegen der Forderung, daB L=h-)\u in dem Intervall der
absoluten Stabilitdt des Verfahrens liegen muB. Ein quantitatives
. Falls also

MaB dieser Schwierigkeit ist die GrdBe von IReA
|Rek |>>|ReA |, dann sind wir in der schw1erlgen Lage, numerisch
uber ein sehr groBes Intervall mit sehr kleiner Schrittweite h

integrieren zu miissen.

Definition 1.8

Ein lineares Differentialgleichungssystem §'=Ay+$(x) nennt man

stiff, wenn: (1) Re) <O fir t=1,2,...,m und (2) max, _ 1,2 m
- J oo o

| Re |>>m1nt 1 2’“.’mIReAtI, wobei A, ,t=1,2,...,m die Eigen-

werte der Matrix A sind. Das Verhiltnis S—[maleeAt[/mlnIRektI],

t=1,2,...,m nennt man stiff-Verh&iltnis.

Ein nichtlineares Differentialgleichungssystem besitzt stiff-
Eigenschaft, wenn sich die Eigenwerte seiner Jakobischen Matrix
in dhnlicher Weise verhalten. Der einzige Unterschied besteht
darin, daB die Eigenwerte nicht mehr konstant sind, sondern von
X abhédngen. Dementsprechend sagt man, daB ein nichtlineares Dif-
ferentialgleichungssystem §'=f(x,§) in einem Intervall I der
reellen Achse x stiff ist, wenn die Eigenwerte A (x) der Jako-
bischen Matrix die Bedingungen (1) und (2) in der Definition 1.8
erfiillen. DaB nicht nur Differentialgleichungssysteme stiff-

Eigenschaft besitzen k&nnen, zeigen wir am Beispiel folgender
Differentialgleichung:

Y'=A(y-F(t))+F' (t); y(o)=y_, F(0)=F (1.20)



mit A<<O. Diese Gleichung zeigt stiff-Verhalten, wenn die Funktion
F(t) eine glatte, sich langsam veridndernde Funktion ist. Die L&sung
von (1.20) lautet:

y=(yo—Fo)eAt+F(t).

Man sieht auch hier, daB, obwohl das Glied (yo-Fo)e>‘t der L&sung
wegen A<<0O wenig beitragen kann, gerade es die Schrittweite h be-
stimmt, die dann so klein sein k&6nnte, daB der EinfluB der Run-
dungsfehler und die Rechenzeit kritisch werden. Das Ziel ist es
also, solche Verfahren zu entwickeln, die auf die Schrittweite

nicht restriktiv wirken werden.

1.6.1 Das Problem der Stabilitdt bei der numerischen Integration

von stiff-Differentialgleichungssystemen

Es wurde im Abschnitt 1.6 gezeigt, daB eine der Schwierigkeiten
bei der numerischen Integration der stiff-Differentialgleichungen
in der Einschrdnkung der Schrittweite h liegt. Diese Einschrdn-
kung entsteht, wie wir wissen, durch endliche Gebiete der abso-
luten Stabilitdt der numerischen Verfahren. Im folgenden bringen
wir einige Definitionen, die nicht nur auf lineare k-Schrittver-
fahren, sondern auf alle Diskretisierungsverfahren angewandt

werden kdénnen.

Definition 1.9 (Dahlquist)

Ein numerisches Verfahren nennt man A-stabil, wenn das Gebiet der
absoluten Stabilitdt die ganze linke Halbebene ReL=h<ReA<0O ent-
hdlt.

Aus der Definition 1.9 folgt, daB ein A-stabiles Verfahren von
der Stabilitdt her keinerlei Einschrédnkungen auf die Schrittweite
h hat. DaB A-Stabilitdt aber eine sehr harte Anforderung an die
numerischen Verfahren stellt, sieht man aus dem ndchsten Satz.



Satz 1.3 (Dahlquist)

(1) Ein explizites lineares k-Schrittverfahren kann nicht

A-stabil sein.
(2) Ein A-stabiles implizites lineares k-Schrittverfahren

hat hdchstens die Ordnung 2.
Eine Abschwichung der A-Stabilitdt zeigt die n&chste Definition

liber A(a)-Stabilitdt.

Definition 1.10

Ein numerisches Verfahren heiBt A(a)-stabil fir ein as(O,%),
wenn das Gebiet der absoluten Stabilitdt die Form
Wa={hkl-a<n—arg hi<o} hat; es heiBt A(o)-stabil, wenn es A(a)-
stabil ist fiir ein hinreichend kleines ae(o,%).

Der folgende Satz stammt von Widlund:

Satz 1.4 (Widlund)

(1) Kein explizites lineares k-Schrittverfahren ist A(o)-stabil.
(2) Zu jedem ae[0,m/2) gibt es A(o)-stabile implizite k-Schritt-
verfahren der Ordnung p=k=3 und p=k=4.

Eine weitere Abschwdchung der A-Stabilit#t zeigt die nichste
Definition.

Definition 1.11 (Gear)

Ein numerisches Verfahren heifBt stiff-stabil, wenn es in dem Ge-
biet R,={Re(L)<-a} absolut stabil ist und in dem Gebiet
R,={-a<Re(L)<b, Im(L)\iC} stabil und genau ist.



Die Motivation fiir diese Definition liegt darin, daB man kein
Interesse an der Genauigkeit der numerischen Integration der-
jenigen Glieder in der LOsung (1.19) hat, fir welche L=h-+ A
(A=komplexe Konstante) grof ist und damit in dem Gebiet R1 liegt.
Bei der Integration dieser Glieder fordert man nur die absolute
Stabilit&dt. Die restlichen Eigenwerte geh&éren dann zu den Glie-
dern in (1.19), die man gerne sowohl stabil als auch genau inte-
grieren mdchte. Mit einer geeigneten Wahl der Schrittweite h
liegen die Werte von L filir diese Glieder im Bereich R2‘

DaB die Forderung der A-Stabilitdt an sich noch immer keine Ga-
rantie fiir eine erfolgreiche Integration eines stiff-Differen-
tialgleichungssystems ist, zeigt das ndchste Beispiel.

Wendet man z.B. das A-stabile Verfahren yn+1—yn=(h/2)(fn+1+fn)
(Trapez—-Regel) auf die Differentialgleichung y'=Ay mit der kom-
plexen Konstanten A und Rel<0O an, so ergibt sich:

yn+1/yn=(1+hk/2)/(1—hk/2) . (1.21)

Wegen der A-Stabilitdt geht Yp*o fiir n+~ (h=const.). Aus (1.21)
folgt weiter:

1/2
1+hReAH1/4n% ]2 |2
1-hreA+ /402 | 1|2

Yn+1
Yn

_ 1+h*/2' (1.22)

“|1T-h)x/2

Aus (1.22) folgt fiir [ReX|+~ und h=const.: ]|y, ,/y 1, d.h. |yn|
geht zwar wegen der A-Stabilitdt gegen Null, nur ist die Konver-
genz so langsam, daB das Verfahren nicht zur Integration starker
stiff-Differentialgleichungssysteme geeignet ist. Wenden wir
jetzt das A-stabile Verfahren yn+1--yn=hfn+1 (Rickwerts-Euler-
Verfahren) auf dieselbe Differentialgleichung wie oben an, so
ergibt sich:

1/2
1

1-2hReA+h? | | 2

Yn+1
Yn

. (1.23)

= 1 =
1-hA|



Flir |ReA|+~ und h=const. geht |y |+0, d.h. |y | konvergiert

n+1/yn
gegen Null sehr schnell, und zwar sogar dann, wenn die Schritt-
weite h mdBig groB ist. Dieses Verfahren ist deswegen fiir Dif-
ferentialgleichungssysteme mit groBem "stiffness"-Verhdltnis

geeignet.



2. M-zvyklische k-Schrittverfahren

Wie wir schon gesehen haben, bedeutet der Satz 1.2 wegen der Er-
fillung der Stabilitédtsbedingung eine sehr harte Einschrinkung
der Ordnung der linearen k-Schrittverfahren. Diese Stabilit&ts-
barriere wurde durch Einfiihrung eines zus&dtzlichen Schrittes

in (0.2), eines sog. off-step Punktes iiberwunden, der gleich-
zeitig aber eine weitere Berechnung der Funktion f(x,y) verlangt.
Diese Verfahren wurden von Gragg und Stetter, Butcher und GearT)

vorgeschlagen. Sie liefern die Ordnung bis p=2k+1 fir k<7. Fir

k>7 existieren keine weiteren stabilen Verfahren dieses Typs.

Die M-zyklischen k-Schrittverfahren (kilirzer (k,M)-Verfahren) von
Donelson und Hansen [5] stellen eine weitere Entwicklung der
linearen k-Schrittverfahren dar. Bei diesen Verfahren wendet
man zur Berechnung M aufeinanderfolgender N&herungsldsungen yj
einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung (oder
eines Differentialgleichungssystems) M verschiedene Korrektoren
(implizite k-Schrittverfahren) in einer festen Reihenfolge an.
Die Reihenfolge wird zyklisch wiederholt. Dabei gilt sowohl

M<k als auch M>k. Die Ordnung des Verfahrens ist mit P= min p;

1<i<M
definiert, wobei p; die Ordnung des i-ten Korrektors bedeutet.

Die bemerkenswerte Eigenschaft dieser Verfahren, wie in [5] be-
wiesen wurde, besteht darin, daB im Falle M=k, bei gleichzeitiger
Erfiillung der Stabilit&dtsbedingung, P=2k mdglich ist. In ihren

Uberlegungen sind Donelson und Hansen folgenden Weg gegangen:

1)Literaturangabe siehe in [8]



Man kombiniert M Korrektoren mit der Schrittzahl k und der Ord-
nung p=2k-1. Es sei dabei bemerkt, daB es nicht méglich ist, p=2k
zu setzen, weil es nur einen Korrektor mit dieser Ordnung geben
kann (1.3). Nach dem Satz 1.2 und k>2 ist jeder einzelne der M
Korrektoren instabil, liefert aber wegen p=2k-1<2k einen freien
Parameter, so daB man insgesamt M freie Parameter zur Verfiigung
hat. Davon werden (k-1) zur Stabilisierung des Systems bendtigt.
Setzt man M=k, so bleibt ein Parameter frei, den man zur Erh&-
hung der Ordnung des Systems verwenden kann. Man braucht also
neben den Gleichungen, deren Erflillung zur Stabilitdt des Ver-
fahrens fiihrt, noch eine Gleichung, die die ErhShung der Ordnung

des Verfahrens sichern soll.

Die (k-1) Gleichungen zur Stabilisierung kann man aus dem charak-
teristischen Polynom des Verfahrens ableiten. Die k-te Gleichung
zur Steigerung der Ordnung wurde von Donelson und Hansen durch
eine Transformation des gegebenen Systems der Korrektoren auf
ein &dquivalentes stabiles Hilfs-System von M Korrektoren mit der
Ordnung 2k abgeleitet. Sie gewannen dabei die Verfahren mit
(k=3,M=3) und (k=4,M=4) mit der Ordnung maxP=6 bzw. 8. Trotz
ihres groBen Vorteils in der Genauigkeit, ohne daB dabei zus&dtz-
liche Berechnungen der Funktion f(x,y) erforderlich sind, sind
diese Verfahren wegen ihres sehr kleinen Stabilit&dtsbereiches
fir k=M>4 bis jetzt praktisch unbrauchbar geblieben. Eine Unter-

suchung, durchgefiihrt vom Autor dieser Arbeit, hat auch gezeigt,

daB z.B. die Verfahren k=M=5 mit der Ordnung 10 einen Bereich

der absoluten Stabilitit mit Radius R<1/215 haben. Es ist anzu-

nehmen, daB Donelson und Hansen das schon geahnt haben, weil man



in [5] (S. 156) folgendes findet: "We cannot account for the com-
paratively poor performance of method 6 with P=82). The error
constants for the indiwidual correctors composing method 6 are
roughly three times as large as those for method 53). However,
this cannot account for difference in accuracy. The stability

of method 6 is extremely sensitive to perturbation of the
coefficients of the characteristic polynomial due to using

finite step size h>o.It is possible some small unstable error

growth has occurred...".

2)(k=4,M=4)--Verfahren
3)(k=3,M=3)-Verfahren



3. Modifizierte M-zyklische k-Schrittverfahren

In dieser Arbeit wurde ein Versuch unternommen zu zeigen, daS
Donelson-Hansen-zyklische Verfahren existieren, die in der
ganzen linken Halbebene mit Ausnahme endlicher Bereiche nahe

der imagindren Achse (Bild 1) absolut stabil sind. Die neuen
Verfahren besitzen auBerdem optimale Konvergenzeigenschaften

fir L>-~ (L=heq) und sind dadurch filir sehr steife (stiff) Dif-
ferentialgleichungen und Differentialgleichungssysteme geeignet.
Es wird also das folgende Problem behandelt: Es sei das Anfangs-

wertproblem

y'=f(x,y), xe[a,bﬂ

(3.1)
y(a)=n
und ein (k,M)-Donelson-Hansen-Verfahren in Matrixform,
A Y +A.Y +...+A., Y . h(B_F _+B_.F +...+B. F . )=0 3.2
o'n 17 n+1 Jo DHig o'n "1 n+1 Jg n+jo ( )
mit =O ® & 9 - i - '= ]
n=0,1, gegeben. Die M-Vektoren Yn+i und Fn+i (i O,...,]o)

sowie die MxM-Matrizen Ai und Bi (i=0,...,jo) sind foigender—

maBen definiert:

T
Y = . — T
n [ynM”"'YnM+M—1:l ! FM-[an’°"’an+M-1] d

AN, @,. o.. ' i ’

“o1 %11 & (M-1)1 Po1 Pyq crr Piyoqy

a - | o b . b
= 02 (M-2) 2 02 °°° - .

Bo=|: P Bo=|- (M=2)2) ysw. (siehe [5]):

0 o) N o)

_ oM © o ..bg

wobeil aij' bij die Koeffizienten in dem j-ten Korrektor des

Systems sind. Die Konstante j0 ist: jo=(k/M), wenn M|k, sonst

jo=[(k+M-1)/M], wobei [R]=ganzer Teil von R ist.

Das Problem liegt darin, solche (k,M)-Verfahren zu finden, die

mbglichst groBe Stabilit&dtsbereiche haben.



3.1 Erweiterung des Stabilitdtsbereiches

Um das Problem zu l&sen, setzt man zundchst in (3.1) f(x,y)=q-y
ein, womit sich aus (3.2) mit L=h-q

(AO_LBO)Yn+(A1_LB1)Yn +...+(Aj -ILB, )Y_,. =0 (3.3)

+1 o o
ergibt.
Dieser Differenzengleichung mit Matrixkoeffizienten ist das fol-
gende Stabilitdtspolynom

jo

- i

P(L,2)=det ( ¥ (A.-LB.)z) (3.4)
i=o . 1

zugeordnet [5].

Bekanntlich ist ein (k,M)-Verfahren in einem Gebiet I mit ReL<O
genau dann absolut stabil, wenn fiir jedes feste Lel die absoluten
Betr&dge aller Wurzeln Zi’ i=1,...,k des Polynoms P(L,Z) vom Grad

k kleiner 1 sind, d.h.
Vier=>|z,|<1, i=1,...,k. (3.5)

Wenn dies in der ganzen linken Halbebene gilt, ist das Verfahren

A-stabil (Definition 1.9).

Wie in Abschnitt 2 schon erwdhnt wurde, besteht die M&glichkeit,
mit einer gewissen Anzahl freier Parameter pro Korrektor die Sta-
bilisierung und Erh8hung der Ordnung eines (k,M)-zyklischen Ver-
fahrens zu erreichen. Es stellt sich jetzt die Frage, ob man die
freien Parameter auch zur Erweiterung des Stabilit&dtsbereiches
eines (k,M)-Verfahrens anwenden kdnnte. DaB das tatsdchlich mbg-
lich ist, allerdings unter Verzicht auf maximale Ordnung, wird

am Beispiel eines (k=3,M=2)-bzw. (k=3,M=3)-Verfahrens gezeigt.



3.1.1 (k=3,M=2)-Verfahren

Nach Donelson und Hansen hat ein (k=3,M=2)-zyklisches Verfahren
die hdchstmdgliche Ordnung P=5. Das wird dadurch erreicht, daB
man die Ordnung des jeweiligen Korrektors auf 2k-1=5 setzt. Da-
durch werden wegen M=2 zwei Parameter frei, die man dann zur Sta-
bilisierung des Systems benutzt. Setzt man aber die Ordnung auf

4 herab, besteht, wie im folgenden gezeigt wird, die Mdglichkeit,
ein (k=3,M=2)-zyklisches Verfahren zu gewinnen, das in der ganzen
linken Halbebene bis auf ein relativ kleines Gebiet in der Nihe
der imagindren Achse absolut stabil ist (Bild 1). In diesem Fall

ergibt sich fiir p(L,z) wegen Mfk und j°=2 der folgende Ausdruck:

P(L,Z)=QO(L)+Q1(L)z+Q2(L)z2+Q3(L)z3

~(a_,b_+a_ b )L+b_b __+L%]

it L)=
mit  Q (L)=[aj a,,-(a b, +a, o1 M*Po102

L)= - - - - -
Q (W=[ay 8,572, 12, ,+a, 8+ (b a,, 01322701231 17251P0r"20,P)

_ _ 2
351Pp) I+ (b by +b b, =by b ) L]

Q,=[-a ,-a , +a, a +(b, +b, =b &, +b_.a +b

21222 127°21322%P313 5 ¥Py52,  may b, ) Lt

+(b, b,

) ) 2
22P) 170350, 1Py by ) L] (3.6)

I - 2
03 (L) =[-1+ (b, +b )L by,by, L,

wobei in (3.6) a31=a32=1 gesetzt wurde (Normierung).

P(L,z) ist also ein Polynom dritten Grades in z und zweiten Grades
in L. Das normierte Polynom P(L,z) bezeichnen wir mit
pN(L,z)=P(L,z)/Q3(L). Aus P(L,z) bzw. PN(L,z) werden zundchst

zwei weitere Polynome abgeleitet, und zwar:

P,(z)=1lim P(L,z)

h+o (3.7)

P2(Z)=llm PN(L,Z)

L+=cw



Das Polynom P1(z) hat neben z1=1 (Konsistenzbedingung) noch zwei
Wurzeln z, und Z3, die nach Definition 1.5 die Stabilitdtsbedin-
gung (fir h»o) erfiillen miissen. Um z, und z5 steuern zu k&nnen,
braucht man zwei freie Parameter. Das Polynom P2(z) hat dagegen
drei Wurzeln 21, 22 und 53, die die Bedingung in (3.5) erfiillen
miissen, so daB man hier drei freie Parameter bendtigt. Einen
freien Parameter kann man dabei allerdings einsparen, indem man
von 22 und 23 den gleichen absoluten Betrag verlangt. Es werden
also 4 freie Parameter gebraucht. Diese Parameter kann man da-
durch gewinnen, da8 man die Ordnung 4 filir jeden Korrektor wdhlt.

In diesem Fall werden 2 freie Parameter pro Korrektor als frei

wdhlbar gesichert.

Man wdhlt nun die folgende Parametrisierung:

a3i=1 bZi=—5b3i+aZi/3+3
a,4= 24b3i—9 b1i=19b3i+(4/3)a2i-6 (3.8)
a01=—24b3i—a2i+8 bOi= 9b3i+a2i/3—3

mit a b als freie Parameter und i=1,2.

2i’ T3i
Parametrisiert man die beiden Polynome P1(z) und P2(z) mit (3.8)
und setzt man auBerdem b31+b32=U und b31-b32=V, sO ergeben sich

aus dem Polynom P1(z) nach Division mit (z-1) und nach Anwendung

der Vietaschen Formel fiir z, und z3 die beiden Gleichungen:

-1920+576V—8(a21+a -3a21b32)+a21a22+64=zz-z3 (3.9)

2273P3935,

- = 3.10
24U-a 17 (zz+z3) ( )

218227



- 30 -

Aus dem Polynom P,(z) erhdlt man mit §1=—a und I§2|=!§3l=K zwei
weitere Gleichungen, ndmlich:

(9a2+6a+1) -3 (3a2+52a+9) U+ (a3-13a2+451a+81) V+ ( (a2+14a+1) /9) 3y, 3y0*

2 - - = 3.
+(a —8a+1)(a22+a21 3b31a22 3a21b32) 0 (3.11)

-9U+a21+a22+(a—13)V—3(b31a22+b32a21)+a21a22/9+9=0 (3.12)

Die Gleichungen (3.9)-(3.12) bilden ein nichtlineares Gleichungs-
system in den Unbekannten a,,, a,,, bj, und by, wobei a (|a|<1),
z, und R zundchst frei wdhlbar sind. Der Parameter K hdngt von
den Werten z, und zq ab. Zur Illustration wurde im Bild 3 die

Abhiéngigkeit des Parameters K(K=|+/S|) von z, und z, dargestellt.

Die Wahl der Parameter a und K spielt, neben dem Stabilit&dtsbe-
reich, eine sehr wichtige Rolle bei der L&sung einer steifen
(stiff) Differentialgleichung oder eines steifen (stiff) Diffe-
rentialgleichungssystems. Sie bestimmen ndmlich die Konvergenz-
eigenschaften (fiir L+-«) eines A-stabilen Verfahrens. Aus der A-
Stabilitdt folgt, daB die nach (3.3) berechnete L&sung Yp der
Differentialgleichung y'=g*y (Reg<o) fiir n+» (h=const.) gegen
Null tendieren muB. Dabei ist nur die Hauptwurzel z, des Poly-
noms P(L,z) fir die Approximation der L®sung exp(gx) verantwort-
lich, wdhrend alle anderen, sogenannten Nebenwurzeln nichts zur
L6sung beitragen; letztere treten nur infolge der Ersetzung
einer gewShnlichen Differentialgleichung erster Ordnung durch
eine k-Schritt-Differenzengleichung auf (Abschnitt 1.4). Der
Parameter a entscheidet Jjetzt dariber, wie gut die Hauptwurzel
(bei festem h) die L&sung exp(gx) approximiert. Um das noch besser

zu verdeutlichen, greifen wir auf die in 1.6.1 aufgefiihrten Bei-



spiele liber die Konvergenzeigenschaft der Trapez-Regel und des

"rlickwarts" Euler-Verfahrens zuriick.

Das Trapez-Regel-Verfahren ist bekanntlich ein (k=1,M=1) A-stabiles
Verfahren. Es lautet:

_h
Yne1 ¥p=3 (£ tE) - (3.13)

Das Stabilitdtspolynom P(L,z) mit fn=q-yn (fir y'=qy) und L=h-q
lautet:

P(L,2)=(1-3)z= (143) . (3.14)

Fir L>-= ist [2,|=]|al=1.

Wegen der A-Stabilitdt konvergiert yn+0 fir n+» (h=const.). Die
aus |a|=1 resultierende Konvergenzverlangsamung schrinkt aber
die Schrittweiten derart ein, daB dieses Verfahren (wie schon
in 1.6.1 gezeigt wurde) nicht fiir die Integration sehr steifer
Differentialgleichungen (g<<o) (bzw. Differentialgleichungs-
systeme) geeignet ist. Ein Beispiel eines gut konvergierenden
Verfahrens dagegen ist das "riickwédrts" Euler-Verfahren. Es

lautet:

= 3.15
hf ( )

Yn+1 ¥n +1

Das zugehdrige Stabilitd@tspolynom P(L,z), unter denselben Bedin-

gungen wie oben, lautet:

P(L,z)=(1-L)z-1 . (3.16)

Fiir L+-» ergibt sich jetzt 21=a=o.

Dieses Verfahren zeigt eine sehr gute Konvergenz fiir L*-« (s.1.6.1),
d.h. Yn geht sehr schnell gegen Null, sogar fiir nicht sehr kleine

h. Aus dieser Uberlequng folgt, das der optimale Wert flir den Para-

meter a gerade a=o ist. Den Wert des Parameters K, der nur eine



Stérung der Ldsung bedeutet, setzt man ebenfalls gleich Null, 4.h.
K=0. Diese Entscheidung fiir a und K hat die Folge, daB das Gebiet
der Instabilitit, das in der N&he der imagindren Achse in der
linken Halbebene liegt, etwas groBer wird als flir andere Werte

von a und K (vgl. Bild 1 und Bild 2).

Wir wollen hier aber trotzdem den Verfahren mit besseren Konver-
genzeigenschaften den Vorzug geben.

Interessant filir uns sind also diejenigen Werte von z, und Zge fir
welche K den Wert =0 annimmt und das Instabilitdtsgebiet m&g-
lichst klein ist. Es folgt in diesem Fall a=o, 225-0.425 und
z3é0.501, was den Wert K=0,066 ergibt. Dadurch sind die unbe-

kannten Parameter bestimmt, und zwar:

a21=—1143/200 =-60489/63500

472

b31= 109/200 b32= 387/1000

(3.17)

Mit (3.17) und der Parametrisierung (3.8) folgen die Koeffizien-

ten der beiden Korrektoren:

a =1 = = =
31 b31 109/200 ayy 1 b32— 387/1000

a21=-1143/200 b21=-163/100 a22=—60489/63500 b22=94929/127000
a, = 102/25 b11=—653/200 a, = 36/125 b, ,=10527/127000

12 12
35, = 127/200 b01=0 a02=-21299/63500 b0=4203/25400 (3.18)

2

Mit der sukzessiven Anwendung des Satzes von Schur (1], [12]

wurde auBerdem bewiesen, daB das dem Verfahren zugehdrige Stabili-

tdtspolynom P(L,z) fiir |L{>10 in der ganzen linken Halbebene die

Bedingung der absoluten Stabilitit erfillt.

Da die hierbei abgeleiteten Ungleichungen sehr unhandlich und lang

sind, soll hier auf die Beweisfiihrung verzichtet werden4)

4)

. Fir

Die Ungleichungen wurden in FORMAC entwickelt.



05|L‘§1O wurde P(L,z) auf seine Nullstellen hin getestet, und das
Ergebnis ist im Bild 1 dargestellt. Im Bild 2 ist zum Vergleich

der Instabilitdtsbereich eines Verfahrens mit a=0.6 und K=0.28

fir 22=—0.35 und z3=0.9 angegeben. Man sieht, das8 der Instabili-
tdtsbereich auf Kosten der Konvergenz etwas kleiner geworden ist.

" Es ist interessant zu erwdhnen, daB fiir a=o und konjugiert komplexe
zy und z, immer |K|>1 ist.

Aufgrund der numerischen Untersuchungen 148t sich stark vermuten,
daB kein (k=3,M=2)-modifiziertes Donelson-Hansen-zyklisches Ver-
fahren existiert, daB in der ganzen linken Halbebene absolut stabil,

also A-stabil ist.

3.1.2 (k=3,M=3)-Verfahren

Nach Donelson und Hansen [5] hat ein (k=3,M=3)-zyklisches Verfahren
die h6chstmbgliche Ordnung P=6. Das erreicht man dadurch, daB8 man
die Ordnung des jeweiligen Korrektors auf 2k-1=5 setzt. Dadurch
werden wegen M=3 drei Parameter frei. Zwei von diesen benutzt man
zur Stabilisierung des Systems (Nullstabilitdt) und den restlichen
Parameter zur Befriedigung der Gleichung, die zur ErhShung der Ord-
nung des Systems um eins fiihrt (siehe Abschnitt 2). Setzt man aber
die Ordnung jedes Korrektors auf 4 herab, so erhdlt man 6 freie
Parameter, die man, wie im folgenden gezeigt wird, zur Gewinnung
eines fast A-stabilen zyklischen Verfahrens der Ordnung 5 benutzen

kann.

Flir das Stabilit&tspolynomP(L,z) ergibt sich in diesem Fall der

folgende Ausdruck:

P(L,2)=Q_ (L) +Q, (L) 2+Q, (L) 22+, (L) 2° (3.19a)



mit
QO(L)=XLOO+XL1O*L+XL2O-L2+XL30-L3
Q1(L)=XLO1+XL11'L+XL21-L2+XL31-L3
Qz(L)=XL02+XL12'L+XL22-L2+XL32°L3
Q3(L)=XLO3+XL13*L+XL23-L2+XL33-L3

und

XLOO=-

263%02%01

XL10=a384,P1 +363002201 TP63202301

KL20=-2a ,3D,,0 41 "P53202P01 2032022301

XL3O=b03b02b01

XLOl=-a a,,*a,.,a,,a_.+a,.a +a..a . .a

132122117213%21302%223%12%01 7222203211 7%03%02"%03%01 "202%1

XLll=a,ja),b, %3, 3,58, 178, 38,510,573, 305 4305%0 331531 17P13835130

~35331 P01 732312801 P32 2301 tP33205201MP313032027322%03P 1 1

~357P032117
RL21=-a, ;b by a8 5by boybi3a 004"

253019001 TP 381 5P t05 3P 5851 7P3330,00, -

~b3,Pg3a

b +b,..a..b .+b, b .a

13212211°13221202%P13P21202

033P02201 7P31303P02

02+222P03P11022303P1 11P22P0331 7P

03202 P03P01 P02 01

32203201 7P32203%01
-b

(3.19b)

05230321 1%P322032011303P02203P01 *P03202P03201 F202°01 P02%01

XL31=b,6 . b, b ,-b,.b_.b -b_ b .,b_ +b__b b +b_.b .b_ _-b__b b .+b__b _b

13712711 713721702 723712701 33702701 T31703702 22703711

XLO2=-a -a..a..a_., +ta

03720272011 313%2178238,231 7833 078,53,
XLi2=b_ _.+b .+b_.-a,.b__a

32703701

AL12=D 1 #D, +b =2, 3035351731 30y 7Py 525 may 4bg 3 ey ja) by Fa, 3by 3,

a,3Py2¥Py38)5851 7D, 38) ) D338553,  ¥Py33 0, P38 Py 8 +by a

3302 733701 731703 31702

~a52P117P222) 1 1P35305+P552

XL22=a .b_.b_.+b _b +b, .b, .,+a . b_ b ,-a..b, b, .+b .b_.a

13°32°217°13°32%217°13%217%23731°127%23°22°21 7723 31 12—b23a22b21

-b23b22a21+b b,,-b,,b,,a . +b_.a_ .b, +b_.b_.a  -b__b__a

23712 733731702 733722711 T33722711 T33732 01—b33b02

b -b..b_.a

P33P0y 7P31P352037P

31203 7P31P02P22P1 1 7P32P037P32P04

XL32=-b13b32b21—b b,b . +b_.b_.b_.+b__b_ b _-b_ .. b, . b,  +b_.b..b +b_.b_.b

23731712 723722721 733731702 733722711 733732701

XLO3=-1.;  XL13=b, +by +b_,; XL23=-b

337P3; 33P317P33P3,7P3 Py

31732703

XL33=b33b31b32

(3.19c)



AuBerdem wurde a31=a32=a33=1 gesetzt (Normierung).

Wie man aus (3.19a) und (3.19b) leicht sehen kann, ist P(L,z) ein
Polynom dritten Grades in z und L.

Wie schon in (3.7) definieren wir auch hier die Polynome P1(z) und
Pz(z), und zwar:

P1(z)=lim P(L,z)
h»o

P,(z)=lim P_(L,z) (3.20)

I»>—o

N

]

Um die Wurzeln Zyr 23 21, 22 und 23 dieser Polynome steuern zu
kénnen, bendtigt man hochstens 5 freie Parameter. Den sechsten
Parameter werden wir zur ErhShung der Ordnung des Systems ein-
setzen.

Wir benutzen hier dieselbe Parametrisierung wie in (3.8) mit dem

Unterschied, daB der Index i=1,2,3 ist, d.h.:

a3i=1 b21=—5b3i+a21/3+3

a44= 24b3i—9 b1i=19b3i+(4/3)a21-6

a0i=—24b3i—a2i+8 bOi= 9b3i+a2i/3-3 (3.21)
mit aZi’ b3i als freie Parameter und i=1,2,3.

Nach der Parametrisierung des Polynoms P1(z) mit (3.21) und der
Division mit (z-1) sowie anschlieBender Anwendung der Vietaschen

Formeln ergeben sich die beiden folgenden Gleichungen:

-CP(1)+8a23—240b33-240b31+8a22—24b32—27a23b3Ta22+9a23a22
24a23b32+648b33b31 24b31a22+97 0 (

‘CP(2)—8a23-192b33-192b31-8a22-192b32+24a23b31-3a23b31a22

=728, b3 by +a, 58, ,+24a, 3D, +576b3 3o ~T2bg3b3 3y,

- b,,+64=0 (3.23)
1728b33b31b32+24b33a22+576b33b32+24b31a22+576b31 32

mit CP(1)=-(zz+z3) und CP(2)=zz'z3.



Aus (3.20) ergibt sich fiir das Polynom P2(z) der folgende Ausdruck:
P, (2z)=2>+(XL32/XL33) - z°+ (XL31/XL33) z+XL30/XL33.

Da man die beste Konvergenzeigenschaft des Verfahrens erreichen
mdchte, muf man alle Wurzeln des Polynoms P2(z) zu Null steuern.

Man setzt also zundchst XL30=0, wodurch sich aus (3.19¢) z.B.

b01=0 ergibt, d.h.

a21=9—27b31, was gleichzeitig dazu fiihrt, das
der Parameter a,q, aus (3.22) und (3.23) eliminiert wird. Damit
wird gleichzeitig die Anzahl der freien Parameter um eins vermin-

dert. Um 22=23=o erreichen zu kdnnen, setzt man noch in P,(z)

XL31=XL32=0, womit sich mit der Parametrisierung (3.21) aus (3.19c)

zwei weitere Gleichungen ergeben, und zwar:

6a23—108b33—108b31+6a22—54b -12a,,b,,-2a,,b

327123,3P39728,303,8,5%368,3b34b3;
42/3p)32),718a,3b3,+228b33b5 1 +36by3b3 18, ) =56by3by by )=
12by 38, ,+66b,3by )= 18by 12, +66b, b, +54=0 (3.24)
~30a,;~504b, ;~504b; 1 =30a,,-450b; ) +96a, 3b,, ~22a, ;b ,
-288a23b31b324g2/3a23a22+90a23b32+1572b33b31—288b33b31a22
~4427b,3b5 b3 +96b5a,,+1410by 3Dy, +90b, 2, +1410b,4 b,
+162=0 (3.25)

Den libriggebliebenen freien Parameter, wie schon gesagt, werden
wir zur ErhShung der Ordnung des Verfahrens nutzen. Zur Erhdhung

der Ordnung fiihrt die folgende etwas modifizierte Gleichung
(siehe [5]):

K1'C51+K2'C52+K3°C53=0, : (3.26)

wobei Cgy mit i=1,2,3 die Fehlerkonstante des jeweiligen Korrek-

. _1 5, 5 1 4 4
tors ist, d.h. CSi—gT (a1i+2 a2i+3 )—ZT (b1i+2 ~b2i+3 -b3i)
(siehe Formel (1.3)) und



K =1+ag,tan37ay 8,343,533

Ky==a417891°3p3%ay %8y,

K,=-a

357851785130,%21 08 (3.27)

Parametrisiert man die Gleichung (3.26) mittels (3.21), so ergibt

sich die filinfte Gleichung, die lautet:

-9a,,b,.+27a,,b,,b,,+1701b,,b, . +27b,, b

-648b 23P31 23P31P3; 33P34 3303135,

—648b31—729b

33 32

-5112b,,b,.,b,,-9b

33P31P32 +1944b_ ,b,,+1944b,,b,,+243=0

33322 33°32 31°32
(3.28)

Die Gleichungen (3.22)=-(3.25) und (3.28) stellen ein nichtlineares
Gleichungssystem mit den Unbekannten a22,a23,b31,b32 und b33 dar,
wobei z, und zg als frei wdhlbar vorausgesetzt werden. Die L&sung
dieses Systems liefert also Parameter, die nach (3.21) die unbekann-
ten Koeffizienten der Korrektoren bestimmen. Nach systematischem
Variieren der frei wdhlbaren Wurzeln z, und z, hat sich fiir

2,==0.2 und z,=-0.4 ein Verfahren mit optimalem Stabilitdtsgebiet

3
ergeben (Bild 4). Die gesuchten Parameter (gerundet auf 6 Dezimal-

stellen) haben dabei die folgenden Werte:

b,,= 0.497164

317
b32= 0.481533
b33= 0.345143
a22=—2.174474
a23=—0.401213 (3.29)

Es ist bemerkenswert, daB dieser Parameter (ungerundet, d.h. mit

32 Dezimalstellen) das nichtlineare Gleichungssystem mit einer Ge-

3 5)

nauigkeit von 3.2-107°C befriedigen’.

5)Alle numerischen Rechnungen wurden auf der IBM370-168 Rechen-

anlage der KFA Jiilich mit der Zahlenlinge von 32 Dezimalstellen

durchgefiihrt.



Die unhandlichen Parameter (3.29) kann man durch leichte Anderung
der Wurzeln {zz,z3,22,23} so transformieren, daB die neuen Para-
meter und damit die Koeffizienten des Verfahrens durch wenig Dezi-
malsﬁéllen dargestellt werden (siehe Anhang). Dabéi wird das Sta-

bilitdtsgebiet keinesfalls nennenswert geidndert.

Es sei hier noch bemerkt, daB8 der auf Bild 4 gezeichnete geschlos-
sene Bereich das Instabilitdtsgebiet des Verfahrens darstellt.
Dieser Bereich ist durch die Abbildung des Einheitskreises |z|=1

iiber das Stabilit&dtspolynom P(L,z)=0 entstanden.



4.

Numerische Ergebnisse

Die im Abschnitt 3.1.1 und 3.1.2 gewonnenen Verfahren wurden an

einer Vielzahl von stiff-Differentialgleichungen und Differen-

tialgleichungssystemen erprobt, und einige davon sollen hier an-

gegeben werden.

Es wurden folgende Beispiele numerisch geldst:

Gleichung

1.

y'=-Q(y-x)+1
y (0)=1

mit Q=500; 1000; 5000; 10000; 50000

2. y'==200(y-F(x))+F"' (x)
y(0)=10
F(x)=10-(10+x)e X

sttem

3. y}=-0.1y,-49.9y,
¥3=-50y,
y3=70y,-120y,
y(o)=[2,1,2]"T

4.

y{=-0.1y1-49.9y2

Y3=-50y,

11 11

y}=(10''-50)y,-10" 'y,

y(o)=[2,1,2]T

Exakte L&sung

y=exp (-0x) +x

y=10+exp (-200x) +F (x)

y1=exp(-0.1x)+exp(-50x)
y2=exp(—50x)

y3=exp (-50x) +exp (-120x)

y1=exp(-0.1x)+exp(—50x)

y2=exp(-50x)

11

y;=exp (-50x) +exp (=10 'x)



11 "

5. yj=-0.1y,+(0.1-10" )y, y,=exp (-0.1x) +exp (-10" 'x)
y§=-1011y2 y2=exp(-1011x)
yi=-10"y, y;=2exp(-10" 'x)
y(o)=[2,1,2]T

6. yi=—0.04y1+104y2-y3 keine
yé= O.O4y1—104y2y3—3-107y§
y§= 3‘1O7y§

y(o)=[1,0,0]T

Die Beispiele 2, 3 und 6 sind aus Lapidus-Seinfeld [9] iibernommen.

6) 2, 3 und 5 vorhandenen Ab-

Dabei bedeuten die in den Tabellen
kiirzungen:

TR~ Trapezregel,
TR-EX-Trapezregel mit Extrapolation,

LW1- Liniger-willoughby Verfahren 1 (ohne zweite Ableitung),
LW3- Liniger-Willoughby Verfahren 3 (mit zweiter Ableitung).

Mit DH4 bzw. DH5 wurden die neuen Donelson-Hansenschen (k=3,M=2)-
bzw. (k=3,M33)~zyklischen Verfahren der Ordnung 4 bzw. 5 gekenn=-
zeichnet. Die Symbole AA und AR bedeuten jeweils den absoluten
bzw. relativen Fehler. Alle Beispiele wurden mit der L&nge von

32 Stellen auf der IBM 370/168 Rechenanlage der Kernforschungs-

anlage Jililich gerechnet.

6)Die Ergebnisse der Verfahren TR, TR-EX, LW1 und LW3 in den Ta-

bellen 2, 3 und 5 sind zum Zweck des Vergleichs mit DH4 bzw.

DH5 aus Lapidus-Seinfeld [9] ibernommen.



Das Beispiel 1 stellt eine Reihe von stiff-Differentialgleichungen

mit den Eigenwerten A=-500;-1000;-5000;~10000;-50000 dar. Charak-
teristisch flir diese Gleichung ist, daB die L6sung immer eine sehr
schnell abfallende und eine langsam verdnderliche Komponente ent-
hdlt. Um die Differentialgleichung bei Q=50000mit einem Schritt
h=0.2 integrieren zu konnen, wird vom Verfahren ein Stabilitdts-
intervall (-L,0) (Q=reelle Konst.) mit max L=10000 verlangt. Um
das Verhalten des Integrationsfehlers besser verfolgen zu k&nnen,
wurde das Resultat der Integration (Tabelle 1) jeweils in der N&he
des Anfangs (x=1.0) und am Ende (x=10.0) des Integrationsintervalls
angegeben. In allen 5 Fdllen des Beispiels 1 kann man sehr schnelle
Konvergenz der beiden Verfahren feststellen, wobei das Verfahren
DH4 bei dieser Schrittweite und an diesen Stellen etwas besser als

das Verfahren DH5 abgeschnitten hat.

Das Beispiel 2 ist wieder eine stiff-Differentialgleichung mit dem

Eigenwert )=-200. Die L&sung enthdlt eine schnell abfallende und
eine langsam ansteigende Komponente. In der Tabelle 2 ist ein Ver-
gleich zwischen den A-stabilen Einschrittverfahren TR, TR-EX, LW1,
LW3 und den neuen Verfahren DH4 und DH5 angegeben.

Aus der Tabelle 2 ist ersichtlich, daB die oben genannten Einschritt-
verfahren mit DH4 bzw. DHS5 an zwei verschiedenen Stellen x=0.4 bzw.
X=1.0 verglichen wurden. Der Unterschied ist dadurch entstanden, da8
die ersten 4 Verfahren in der Tabelle 2, wie schon bekannt, die
Schrittzahl k=1 haben, widhrend DH4 und DH5 die Schrittzahl k=3 pro
Korrektor haben.

Die Ergebnisse zeigen, daB das TR-EX-Verfahren am Anfang des Inter-
H4 und DH5

valls genauer als die anderen Verfahren ist, wédhrend D

eindeutig ein besseres Resultat an der Stelle x=10.0 liefern.



Das Beispiel 3 ist ein stiff-Differentialgleichungssystem mit den

Eigenwerten k1=—120, l2=—50 und A3=—O;1. Das sog. "stiffness-Ver-
max |Reh |

hiltnis" des Systems ist relativ klein und betrdgt p =

_ 120
= 0.1

Tabelle 3 mit den anderen Verfahren an der Stelle x=0.4 vergleichen

min [ReA |
= 1.2'103 (t=1,2,3). Um das Verfahren DH4 bzw. DH5 in der

zu kdnnen,wurde fiir DH4 bzw. DH5 diesmal die Schrittweite h=0.01
gewdhlt. Aus der Tabelle folgt, daB (bei Beriicksichtigung der ver-
schiedenen Schrittweiten und der Ordnung der Verfahren) TR-EX an
der Stelle 0.4 wieder etwas besser als DH4 und DH5 ist, wdhrend

DH4 und DH5 an der Stelle x=10.0 eindeutig besser sind.

Die Beispiele 4 und 5 sind zwei sehr steife (stiff) Differential-
11

gleichungssysteme mit den Eigenwerten A1=—O.1, A2=-50, A3=-1O

fir das erste bzw. A1=—O.1, A=A =--1O11 fiir das zweite System.

2713
11
Das "stiffness-Verhdltnis" betrigt in beiden F&llen u=%§ﬁr=1o12.

Trotz dieses enormen Wertes fiir yu zeigen die Verfahren DH4 und DH5
in beiden F&dllen Zuverldssigkeit und sehr schnelle Konvergenz (flir
x> und h=const.). In der Tabelle 4 sind die absoluten Fehler an-
gegeben, weil im zweiten System bei den Komponenten Yo und Y3 die
Genauigkeit von 32 Dezimalstellen nicht ausreichte, um die rela-
tiven Fehler auszurechnen.

Die relativen Fehler fiir das erste System sind:

8 13

DH4: A1R(x=o.4)=3.8.1o' : A1R(x=1o.0)=2.o-1o'

AZR(x=o.4)=1.7.1o1 i Byp (x=0.4) =1.8410"

9 18

DHS5: A1R(x=0.4)=6.4°10
0]

; A1R(x=10.0)=2.1~10

o

AZR(x=O.4)=3.O'1O ; A3R(X= 0.4)=2.9+10



Das Beispiel 6 ist auch ein sehr steifes (stiff) nichtlineares

Differentialgleichungssystem mit den Eigenwerten A1=O, A2=O und

4

A3=-O.O4 fir x=0 und A.=0, A,=0 und A ,=-10" filir x=40. Dabei wichst

1 2 3

| A | sehr schnell, und zwar im Intervall [0O; 0.02] von 0.04 auf

max
2405, so daB dieses Gleichungssystem eine schwierige Probe fiir die
in der Tabelle 5 verglichenen Verfahren war. Als exakte L&sung
wurde die L&sung des Systems mit dem Kutta-Merson-Verfahren und

20 gewdhlt. Die Schrittweite dieses Ver-

einer Genauigkeit von 10~
fahrens wurde automatisch gesteuert, um die verlangte Genauigkeit
zu erreichen. Wie aus der Tabelle 5 zu entnehmen ist, liefern das

DH4- und DH5-Verfahren (bei Berlicksichtigung der Schrittweite und

der Ordnung) fast iliberall bessere Resultate.

Das Verfahren DH5 mit P=5 wurde nochmals auf die Differential-
gleichung im Beispiel 1 mit Q=1 angewandt, um die Ordnung des Ver-

fahrens zu bestdtigen. Das Resultat ist in der Tabelle 6 angegeben.

Zum SchluB wurden die urspriinglich von Donelson und Hansen in [5]
entwickelten Verfahren (k=3,M=2) bzw. (k=3,M=3) (method 1,2,3 und
4, S. 150) am Beispiel 71 mit Q=100 und Q=500 erprobt. Die Ver-
fahren haben zwar die Ordnung 5 bzw. 6, aber, wie die Resultate

in der Tabelle 7 zeigen, einen zu kleinen Stabilitdtsbereich.



5. SchluBdiskussion

Es wurde gezeigt, da8 die neuen (k=3,M=2)- bzw. (k=3,M=3)-zyklischen
Verfahren A-stabil sind, bis auf ein endliches Gebiet in der N&he

der imagindren Achse, und daf sie die Ordnung 4 bzw. 5 besitzen,

d.h. eine nur um 1 niedrigere als die in [5] angegebene héchstmég-~
liche Ordnung filir diese Verfahren. Der Instabilitdtsbereich der
neuen Verfahren kann bei der L&sung eines Differentialgleichungs-
systems mit komplexen Eigenwerten (ReAt<O) eine gewisse Einschrén-
kung an die Schrittweite h stellen [6]. Das trifft nicht zu, wenn

die Eigenwerte reell sind (s. Bild 1, 2 und 4).



Anhang

Die im Abschnitt 3.1.2 gewonnenen Parameter (3.29) wurden durch

geringfiigige Enderung der Wurzeln {22,23,22,23} auf folgende Werte

transformiert:

b31=0.497 a,,=-2.174908993771953127306000767438
b32=0.481 a,,=-0.401

b33=0.345

Damit ergeben sich flir die Koeffizienten der Korrektoren die fol-

genden Werte:

1) an= 1.473 b01= 0.000
a;q = 8.784 b11=-7.347
a21=-13.257 b21=—2.874
azq= 3.000 b31= 1.491

2) a.,=-1.369091006228046872693999232562

02

a o= 2.544
a22=—2.174908993771953127306000767438
a35= 1.000
b02= 0.6040303354093489575646664108540

b12= 0.2391213416373958302586656434162

b,,=-0.1299696645906510424353335891459

22
b32= 0-481
3) ag3= 0.363 bo3=-0.086
a13=—2.160 b13= 0.061
a23=—1.203 b23= 3.424
a33= 3.000 b33= 1.035

mit den auf 3 Dezimalstellen gerundeten Wurzeln zz=(-0.212i0);

23=(-0.383;0) ; Z,=(-0,017; =0.066); z4=(~0.017; 0,066).
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Tabelle 1

DHY4

DH5

10.0

500 0.
1000 0.2
5000 0.

10000 0.2
50000 0.

10719 | -9.9
10721 | 4.8
10 -9. 4
10~ -4.7
10731 | 9.4

10”19
o-21
10723

10-2&

1072

Tabelle 2

Verfahren

TR
TR-EX
LW1

LW3

DHY
DH5

x = 10.0
§.3 + 1072
1.0 - 10‘8
5.0 - 10‘8
9.0 - 10‘8
x = 10.0
7.0 + 10°10
11

7.0 + 10~

8



Tabelle 3

ARTS D g
Verfahren h
X LA LU X
TR 0.2 1.0 + 1073 . 107 | 1.3 -
TR-EX 0.2 4.0 - 1072 . 101 | 8.0 -
LW1 0.2 4.0 - 1072 10° | 5.0 -
DHY 0.01| 3.8 - 1078 10} | 1.8 -
DH5 0.01] 6.4 « 1072 - 10° |-8.5 .
Tabelle 4
10.0
o | 01 | 500 1011 | 0.01 . 10”14
0.1 | 101 | 10'* | 0.01 . q1o-14
s 0.1 | 50.0 | 101t | 0.01 10™19
0.1 | 1011 | 1011 | 0.01 - 10719

&Y




Tabelle 5

D
A1R ZS2R 3R
Verfahren o
X 0.4 x = 10.0 0.4 = 10.0 X A 10.
- - -2 -2
TR 0.2 1.35 - 1072 | 1.05 - 10”7 1101 2.8 01071 9.0 - 10 .5 + 10 3
- - - -4 -4 i
TR-EX 0.2 1.7 1072 | 3.6 10~ " 5« 1072 | 4.3 - 10 6.8 + 10 .2 - 10 u
- - -y -3 . 10"
LW1 0.02 1.6 10'" 4,9 -+ 10 4 L4 - 10 4 1.3 + 10 3,2 10 AU 10
- - - -2 4o”3
LW3 0.02| 5.9 - 1074 | 7.1 . 1075 .9 - 10 2| 1.1 - 1073 | 4.0 - 10 .9 + 10
- - - -5 PP
DHY 0.02 | 1.7 1077 | 9.2 10~8 9108 3.7. 107 1.1 - 10 .0 + 10
- - - - -5 107
DHS 0.02 | 1.3 10°7 | 3.8 1078 3 +-10°% | 1.5« 1077 | 1.0 - 10 .0 - 10
Tabelle 6
A,
Verfahren Q h
= 1.0 x = 10.0
-5 - . -9
DHS . | 0.2 1. 10_11 2.1 10_14
0.02| -3 10 -1.9 - 10

0s



51

Tabelle 7
AN
Method Q h

= 1.0 x = 10.0

100 | 0.2 | -0.4 | 2.7 + 102"

1 26
500 | 0.2 | -0.7 8.3 + 10

100 | 0.2 1.9 [-1.0 - 1024

2 26
500 | 0.2 4.0 |-5.9 - 10

100 | 0.2 | -1.7 | 2.5 - 103"

3 37
500 | 0.2 | -3.1 2.2 + 10

100 | 0.2 | -0.4 5.7 - 1039

4 22
500 | 0.2 | -0.6 2.% + 10




22 81

ooV

inslabid

X A

inslabil

L_6.

Bild 1
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instabil

instabil

Bild 2




54

Bild 3



instabil
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7.9

XMIN :-'1,97

Bild &4

XMA X

=15,15
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